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摘要: 基于不完全数据顺序统计量,提出一种不完全数据回归分析方法。建立不完全数据回归方程,给出回

归系数的最佳无偏整体估计及其协方差矩阵。文中详细讨论了工程中常见的极值分布、W eibu ll分布和正态

分布的等尺度和非等尺度 (或异方差)线性回归分析。该方法可以将各个不同状态下的不完全数据作为一个

整体进行统计分析,具有信息量大、精度高的特点。
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Abstract: Based on the o rder sta t ist ics of incomp lete data, a regression analysis m ethod

fo r incomp lete data is p resen ted. T he regression equat ion fo r incomp lete data is estab lished,

and the best unb iased in tegra l est im ato rs of the regression param eters and their covariance

m atrix are a lso given. T he regression analysis m ethods fo r incomp lete data from ex trem e

dist ribu t ion,W eibu ll d ist ribu t ion and no rm al d ist ribu t ion are discu ssed in deta il. A s the cro ss

info rm at ion among the test data in differen t sta tes is fu lly exp lo ited, th is p resen t m ethod can

reach h igher p recision than the trad it ional m ethod.
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　　回归分析是一种很重要的数据处理方法,但

是传统回归分析只适用于来自正态分布的完全数

据。由于产品失效机理的多样性和寿命影响因素

的复杂性,在工程实际中会遇到各种各样的数据

类型和分布规律。为此,文献[ 1 ]建立了截尾数据

线性回归分析,文献[ 2, 3 ]分别讨论了不完全数据

秩分布理论和不完全数据最佳线性无偏估计方

法,文献[ 4 ]提出了不完全数据整体估计方法。本

文进一步给出工程中常见的极值分布、W eibu ll

分布、正态分布不完全数据回归分析方法。

1　极值分布不完全数据回归分析

1. 1　极值分布不完全数据顺序统计量

　　极值分布在航空、航天、军工、船舶、建筑、防

灾等工程实际中都有着广泛应用。其分布函数可

表示为:
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F ( t) = 1 - exp - exp
t - Λ

Ρ
- ∞ < t < + ∞ , - ∞ < Λ < + ∞ ,

Ρ > 0 (1)

式中Λ和Ρ分别为位置参数和尺度参数。令 t
3 =

( t- Λ) öΡ,则 t
3 遵循标准极值分布。

　　来自极值分布EV (Λ, Ρ)的 nq + m q 个不完全

数据一般可表示为:

t1 < t2 < ⋯ < tn1 ≤ to1 ≤ to2 ≤⋯≤ tom 1 <

tn1+ 1 < tn1+ 2 < ⋯ < tn2 ≤ tom 1+ 1 ≤ tom 1+ 2 ≤

⋯≤ tom 2 < ⋯ < tnq- 1+ 1 < tnq- 1+ 2 < ⋯ <

tnq
≤ tom q- 1+ 1 ≤ tom q- 1+ 2 ≤⋯≤ tom q

(2)

其中 tk (k = 1, 2,⋯, nq)表示第 k 个失效数据或顺

序统计量, t
o
k (k = 1, 2, ⋯, m q)表示第 k 个中止数

据, n j ( j = 1, 2,⋯, q)表示前 j 块失效数据总数,m j

( j = 1, 2,⋯, q)表示前 j 块中止数据总数。令 t
3
k =

( tk - Λ) öΡ,其均值和协方差分别为:

E ( t3
k ) = u k =∫

1

0
ln ln

1
1 - P k

g (P k ) dP k

k = 1, 2,⋯, nq (3)

Cov ( t3
k , t3

l ) = v k l =

∫
1

0∫
P l

0
ln ln

1
1 - P k

ln ln
1

1 - P l
g (P k , P l) dP kdP l

- u ku l　　　　k , l = 1, 2,⋯, nq (4)

式中g (P k )和g (P k , P l)分别为不完全数据秩统计

量的概率密度函数和联合概率密度函数[3 ]。

1. 2　等尺度极值分布不完全数据回归分析

　　在工程实际中,经常遇到极值分布EV (Λ, Ρ)

的尺度参数Ρ不变,而位置参数Λ随状态变量x 呈
线性变化的情况 (如各种加速寿命模型) ,即:

Λ = a + bx (5)

此时,遵循极值分布EV (Λ, Ρ)的随机变量t可表示
为:

t = a + bx + Ε　Ε～ EV (0, Ρ) (6)

式中a , b和Ρ为待定参数。
　　设在状态 x j ( j = 1, 2,⋯, m )下进行试验, 得

到式 (2)所示的 n jq+ m jq个不完全数据,其中有n jq

个失效数据tj1< tj2< ⋯< tjn jq
,则a , b和Ρ的估计量

a
δ, b

δ和Ρδ由下面诸式给出:

a
δ = ∑

3

i= 1
cid 1i (7)

b
δ= ∑

3

i= 1
cid 2i (8)

Ρδ= ∑
3

i= 1
cid 3i (9)

并且Ηδ= (aδ, bδ, Ρδ) T 的协方差为:

Cov (Ηδ) = Ρ2 (d k l) 3×3 (10)

式中:

c1 = ∑
m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1

v jk l tj l (11)

c2 = ∑
m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1
v jk lx j tj l (12)

c3 = ∑
m

j = 1
∑

n jq

k , l= 1
u j kv

jk l tj l (13)

(d k l) 3×3 =

∑
m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1

v jk l ∑
m

j = 1
∑

n jq

k , l= 1

v j k lx j ∑
m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1

u j lv
jk l

∑
m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1
v j k lx j ∑

m

j = 1
∑

n jq

k , l= 1
v jk lx 2

j ∑
m

j = 1
∑

n jq

k , l= 1
u j lv

j k lx j

∑
m

j = 1
∑

n jq

k , l= 1
u j kv

j k l ∑
m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1
u jkv

jk lx j ∑
m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1
u jku j lv

j k l

- 1

(14)

(v jk l) n jq×n jq
= (v jk l) - 1

n jq×n jq
　j = 1, 2,⋯,m (15)

其中u jk = E ( t
3
jk ) , v j k l= Cov ( t

3
jk , t

3
j l ) , k , l= 1, 2,⋯,

n jq为在状态 x j ( j = 1, 2,⋯, m )下的标准极值分布

不完全数据顺序统计量的均值和协方差,分别由

式 (3)和 (4)给出。

　　证明:根据式 (5) ,有:

tj k = a + bx j + Ρt3
jk

j = 1, 2,⋯,m ,　k = 1, 2,⋯, n jq (16)

令Εj k = Ρ( t
3
j k- u j k ) ,则有:

E (Εj k ) = 0 (17)

Cov (Εj k , Εi l) =
Ρ2v j k l　 　i = j

0　　　　 i≠ j

i, j = 1, 2,⋯,m

k = 1, 2,⋯, n jq,　l = 1, 2,⋯, n iq (18)

此时,式 (16)可成为:

tjk = a + bx j + Ρu jk + Εj k

j = 1, 2,⋯,m ,　k = 1, 2,⋯, n jq (19)

　　令 TT = TT
1 , TT

2 ,⋯, TT
m , TT

j = ( tj1, tj2, ⋯,

tjn jq
) ; Η= (a , b, Ρ) T; X T = (X T

1 , X T
2 , ⋯, X T

m ) ; ΕT =

ΕT
1 , ΕT

2 ,⋯, ΕT
m , ΕT

j = Εj1, Εj 2,⋯, Εjn jq ,则式 (19)可

写成:

T = X Η+ Ε (20)

E T = X Η (21)

Cov T = Ρ2V (22)

式中

253 航 空 动 力 学 报 第　20　卷



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

X j =

1 x j u j1

1 x j u j 2

� � �
1 x j u j n jq

(23)

令

Q = (T - X Η) TV - 1 (T - X Η) (24)

5Q
5Η = - 2X TV - 1 (T - X Η) = 0 (25)

根据高斯- 马尔可夫定理可求得Η的估计量Ηδ为
Ηδ= X TV - 1X - 1X TV - 1T (26)

其协方差为:

Cov (Ηδ) = Ρ2 X TV - 1X - 1 (27)

式中

V - 1 =

V - 1
1 0 ⋯ 0

0 V - 1
2 ⋯ 0

� � � �
0 0 ⋯ V - 1

m

(28)

V - 1
j = (v jk l) n jq×n jq

(29)

由于

X TV - 1X = ∑
m

j= 1

X T
j V - 1

j X j = (d k l) - 1
3×3 (30)

X TV - 1T = ∑
m

j= 1

X T
j V - 1

j T j = c1, c2, c3
T (31)

所以,将式 (30)和 (31)代入式 (26)和 (27) ,即可得
到式 (7)～ (10) ,证毕!
　　根据文献[ 4 ]还可知, aδ, bδ和Ρδ是a , b和Ρ的最
佳线性无偏估计量,并且服从渐近正态分布。大量

M on te Carlo 模拟表明,当数据总量 nq= ∑
m

j = 1
n jq稍

大时即可用正态分布近似。

1. 3　非等尺度极值分布不完全数据回归分析

　　在工程实际中还常常遇到极值分布EV (Λ, Ρ)

的位置参数Λ和尺度参数Ρ都随状态变量x 呈线

性变化的情况,即:

Λ = a + bx (32)

Ρ = c + d x (33)

此时,遵循极值分布EV (Λ, Ρ)的随机变量t可表示

为:

t = a + bx + Ε　Ε～ EV (0, c + d x ) (34)

式中a , b, c和d 为待定参数。

　　同理,对于状态 x j ( j = 1, 2,⋯, m )下的 n jq +

m jq个不完全数据, a , b, c和d 的估计量a
δ, b

δ, c
δ和d

δ

可由下面诸式给出:

a
δ = ∑

4

i= 1
cid 1i (35)

b
δ= ∑

4

i= 1
cid 2i (36)

cδ= ∑
4

i= 1

cid 3i (37)

d
δ = ∑

4

i= 1
cid 4i (38)

并且Ηδ= (aδ, bδ, cδ, dδ) T 的协方差为:

Cov (Ηδ) = (d k l) 4×4 (39)

式中

c1 = ∑
m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1

v j k l tj l

Ρ2
j

(40)

c2 = ∑
m

j = 1
∑

n jq

k , l= 1

v jk lx j tj l

Ρ2
j

(41)

c3 = ∑
m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1

u jkv
jk l tj l

Ρ2
j

(42)

c4 = ∑
m

j = 1
∑

n jq

k , l= 1

u j kv
jk lx j tj l

Ρ2
j

(43)

(d k l) 4×4 =

∑
m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1

v jk l

Ρ2
j
∑

m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1

v jk lx j

Ρ2
j
∑

m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1

u j lv
j k l

Ρ2
j
∑

m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1

u j lv
jk lx j

Ρ2
j

∑
m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1

v j k lx j

Ρ2
j
∑

m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1

v jk lx 2
j

Ρ2
j
∑

m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1

u j lv
jk lx j

Ρ2
j
∑

m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1

u j lv
j k lx 2

j

Ρ2
j

∑
m

j = 1
∑

n jq

k , l= 1

u jkv
j k l

Ρ2
j
∑

m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1

u jkv
j k lx j

Ρ2
j
∑

m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1

u jku j lv
j k l

Ρ2
j
∑

m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1

u jku j lv
j k lx j

Ρ2
j

∑
m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1

u jkv
jk lx j

Ρ2
j
∑

m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1

u jkv
j k lx 2

j

Ρ2
j
∑

m

j = 1
∑

n jq

k , l= 1

u j ku j lv
jk lx j

Ρ2
j
∑

m

j= 1
∑

n jq

k , l= 1

u jku j lv
j k lx 2

j

Ρ2
j

- 1

(44)

(v j k l) n jq×n jq
= (v jk l) - 1

n jq×n jq

j = 1, 2,⋯,m (45)

式中u jk = E ( t
3
jk ) , v j k l= Cov ( t

3
jk , t

3
j l ) , k , l= 1, 2,⋯,

n jq为在状态 x j ( j = 1, 2,⋯, m )下的标准极值分布

不完全数据顺序统计量的均值和协方差,分别由
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式 (3)和 (4)计算。

可以证明,当Ρj 已知时, a
δ, b

δ, c
δ和d

δ是a , b, c和

d 的最佳无偏整体估计; 当Ρj 未知时,可先取Ρj =

1,由上述公式求得Ηδ,并根据Ηδ计算Ρj 的估计值Ρδj

= cδ+ dδx j ,然后反复迭代计算,直到Ρj 估计值稳定

为止,此时,即可得到满足精度要求的Ηδ值。大量

M on te Carlo 模拟表明,当数据总量nq= ∑
m

j= 1
n jq稍

大时, a
δ, b

δ, c
δ和d

δ近似服从正态分布。

2　W eibu ll分布不完全数据
　　　　回归分析

　　设W eibu ll分布函数为:

F ( t) = 1 - exp -
t
Β

Α

(46)

式中Α> 0为形状参数, Β> 0为尺度参数。若令y=

ln t, Λ= ln Β, Ρ= 1öΑ,则式 (46)变为极值分布:

F (y ) = 1 - exp - exp
y - Λ

Ρ (47)

式中Λ和Ρ分别为极值分布的位置参数和尺度参
数。由于W eibu ll分布与极值分布存在对数转换关

系。因此,对于W eibu ll分布形状参数Α不变,对数

尺度参数 ln Β呈线性变化, 即 ln Β= a+ bx 的情

况,可转化为等尺度参数极值分布不完全数据回

归分析问题进行处理。

3　正态分布不完全数据回归分析

　　对于正态分布:

f ( t) =
1

2ΠΡ
exp -

( t - Λ) 2

2Ρ2

- ∞ < t < + ∞ , - ∞ < Λ < + ∞ ,

Ρ > 0 (48)

式中Λ和Ρ2 分别为母体均值和方差。令 t3 = (t-

Λ) öΡ,则 t3 为标准正态随机变量。

设式 (2)中的nq+ m q 个不完全数据来自正态

分布N (Λ, Ρ) ,其中有 nq 个失效数据 t1< t2< ⋯<

tnq。相应的标准正态顺序统计量为 t3
1 < t3

2 < ⋯<

t3
nq ,其均值和协方差分别为:

E ( t3
k ) = u k =∫

1

0
5 - 1 (P k ) g (P k ) dP k

k = 1, 2,⋯, nq (49)

Cov ( t3
k , t3

l ) = v k l =

∫
1

0∫
P l

0
5 - 1 (P k ) 5 - 1 (P l) g (P k , P l) dP kdP l - u ku l

k , l = 1, 2,⋯, nq (50)

式中 5 (·)为标准正态分布函数; g (Pk)和 g (Pk ,

P l)可由文献[ 3 ]查得。

　　用式 (49)和 (50)代替式 (3)和 (4) ,则 1. 2 和

1. 3节中各个公式可用于正态分布不完全数据的

回归分析。

　　由于寿命数据往往服从对数正态分布,所以

可先将不完全寿命数据取对数,然后再按正态分

布处理。

4　结　论

　　 (1) 基于不完全数据顺序统计量,提出一种

不完全数据回归分析方法,该方法能够全面开发

利用各个状态下不完全数据的横向信息,可以提

高参数的估计精度。

(2) 建立了等尺度下极值分布不完全数据线

性回归方程,给出了回归系数的最佳无偏整体估

计及其协方差矩阵。它们同样适用于W eibu ll分布

和正态分布的不完全数据线性回归分析。

(3) 给出非等尺度下极值分布不完全数据回

归分析方法,有关公式也适用于正态分布不完全

数据的线性异回归分析。
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